theoreme eine grosse Rolle, welche Aufschluss geben iiber die Anzahl der
Knoten der Oberschwingungen. Der Verfasser iibertrigt diese Theorie auf
die Differenzenrechnung, womit Oszillations-Theoreme auch in der numeri-
schen Mathematik ihre Anwendung finden kénnen.

Nr. 5

Tabellen zur Erzeugung von Funktionen einer und zweier Variablen
mit linearen Potentiometern. Von Mokeb Aziz Abdej-Messih (1954).
33 Seiten. Broschiert Fr. 5.— (DM 5.-).

Katalog fiir die Erzeugung von rationalen Funktionen durch lineare Poten-
tiometer. Es werden alle Schaltungen mit einem oder zwei Potentiometern
zusammengefasst. Die Tabellen bilden ein Hilfsmittel fiir die Darstellung
empirischer Funktionen durch Potentiometer-Schaltungen.

Nr. 6

Die mathematischen Grundlagen fiir die Organisation der elektro-
nischen Rechenmaschine der Eidgendssischen Technischen Hoch-
schule. Von John Robert Stock (1956). 76 Seiten. Broschiert Fr. 8.— (DM 8.—-),
In den Jahren 1952-56 wurde im Institut fiir angewandte Mathematik der
ETH, in Zusammenarbeit mit verschiedenen Firmen, eine elektronische
Rechenmaschine konstruiert, deren Grundkonzeption sich in verschiedener
Hinsicht von anderen Rechenautomaten unterscheidet. Die vorliegende Ab-
handlung beschreibt die fiir den Bau der ERMETH massgebenden Prinzipien
sowie den allgemeinen Aufbau und schliesslich auch die Details der Abldufe
der Rechenoperationen.

Nr. 7

Der Quotienten-Differenzen-Algorithmus. Von Heinz Rutishauser
(x957). 74 Seiten. Broschiert Fr. 9.— (DM 9.-).

Zusammenfassung von drei in der Zeitschrift fiir angewandte Mathematik
und Physik (ZAMP) erschienenen Arbeiten des Verfassers, nebst einigen
Erweiterungen und Ergdnzungen.

Nr. 8

Refined Iterative Methods for Computation of the Solution and
the Eigenvalues of Self-Adjoint Boundary Value Problems. By
M. Engeli, Th. Ginsburg, H. Rutishauser and E. Stiefel (1959). 107 pages.
Fr. 17— (DM 17.-).

Darstellung einiger bewihrter Verfahren und numerischer Experimente iiber
die iterative Losung von Randwertaufgaben bei elliptischen partiellen Dif-
ferentialgleichungen unter besonderer Beriicksichtigung der Randwert-
probleme der Elastizititstheorie.

Die Reihe wird forigesetzt
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Fiir die numerische Behandlung eines mathematischen Prohlema
mit programmgesteuerten digitalen Rachenger&ten muss der Rachen-
plan, d.h. die Gesamtheit der Befehle fiir die Durchfdhrung der
einzelnen Rechenschritte, entweder der Maschine auf einem Loch-
streifen zugefﬁhrt werden oder dann in ihrem innern Speicherwerk

vorhanden sein.

Es ist bekannt, dass die Rechenplanfertigung, d.h. die Aufstel-
lung eines solchen Rechenplanes fiir ein bestimmtes Problem’oft
eine erhebliche Arbeit ist, und in extremen Féllen kann sogar
ein betrichtlicher Teil des gesamten Aufwandes auf die Vorberei-
tungsarbeit entfallen. Es sind daher Geréite zur Vereinfachung der
Rechenplanfertigung konstruiert worden, wie etwa die "Coding
machine" filr Mark III (Vgl. [1] 1. Perner macht K.Zuse in seinem
"Allgemeinen Plankalkiil* [7] wesentlich weiter reichende Ansitze
zur Automatisierung der Rechenplanfertigung, die jedoch eben-
fsl}s die Konstruktion spezieller Gerdte erfordern.

Déhgageﬁuher gewanﬁ der Verfasser dieser Arbeit schon vor lén-
gerer Zeit die Ueberzeugung, dass es moglich sein mﬂsse, die pro-
grammgesteuerte Rechenmaschine selbat dank ihrer Vielaeitigkeit
als Planfertigungsgerdt zu verwenden. Dies wiirde also bedeuten,
dass man mit diesen Rechenmaschinen nicht nur numerische Probleme
18st, sondern auch Rechenpline “berachnet“

Obgleich nun die beschriebenen Methoden im Prinzip auch mit
schon bestehenden Maschinen durchgarechnet werden kdnnten, ist
es furldie Formulierung der Verfahren doch vorteilhaft, den fol-
genden Betrachtungen eine bestimmte, allerdings erst projektierte
Maschine zugrunge zu legen, deren mathematische Eigenschaften, so-
weit sie im folgenden benttigt werden, in §1 beschrieben sind.

1) Eckipe Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis.

-3 -

Die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Bezeichnungen
sind im einzelnen nicht mehr erklért, es yird vielmehr auf die

bisher erschienene Literatur verwiesen, insbesondere [4] und [5)

Schliesslich sei noch erwahnt. dass der Verfasser an der GallM-
Tagung 1951 in Freiburg 1% Br. uber gewisse Teile dieser Arbeit
vorgetragen hat (Vgl. auch [9] )

§ 1. KURZE BESCHREIBUNG EINER PROGRAMMGESTEUERTEN
RECHENMASCHINE 2).

1. 1. Zahlsystem, Zahl‘en;sr;eicher.

Es ist vorgesehen, Zahlen im Dezimalsystem und zwar in halb-
logarithmischer Form darzustellen :

X = 3.10b

Der Exponent b kann zwischen =31 und +31 variieren. Der Faktor a,
der der Nehenbedlngung lal < 10 unterliegt, wird mit 9 Dezimalen
nach dem Komma angegehan; die einzelnen Dezimalen sind nach ¥
Aiken 3) dual verschlﬁsselt Damit bendtigt eine Zahl insgesamt
48 Dualstellen zu ihrer Darstellung, némlich eine fiir das Vor-
zeichen, 40 fiir den Faktor a, 6 fiir den Exponenten b und eine
weitere fiir ein spezielles Zeichen (Vgl. §1.4).

Es sei.ﬁber schon hier Bétont, dass |a| auch kleiner als 1
sein kann, denn bei diesem Projekt erfolgt #hnlich wie bei BARK
[8] keine Normalisierung 4) nach der Subtraktion, sondern erst

1

2) Diese Beschreibung ist einem Projekt entnommen, das gegenwirtig am In-

stitut fiir angewandte Mathematik der ETH unter der Leitung von Prof.Dr.
E. Stiefel ausgearbeitet wird.

3) Die Ziffer z wird durch die Dualzahl j+z+3.agn{ z-4,5) dargestellt.
(Vegl. auch [1] , [4] ).

4) Unter der Normalisierung verstehen wir die bei den meisten anderen Ma-
schinen dieser Art iibliche Kommaverschiebung bei a unter entsprachender

Reduktion von b, 80 dass 1=<lal< 10 wird. Seirak

)
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unmittelbar vor der Multiplikation oder Division. Dieser Umstand
ermdglicht u.a. die Bestimmung der einer Zahl x nichstliegenden
ganzen Zahl durch Addition von 0,000 000 000 xlog.

Zur Aufnahme von Zwisehanfaéultatan ist ein Zahlenspeicher mit
1000 Speicherzellen (von O bis 999 numeriert) vorgesehen. Im Zu-
aammenhang mit diesem Speicher werden spdter einige Abkiirzungen
verwendet, némlich :

(n) fir die Zahl in der Speicherzelle n.

(x) fiir die Adresse der Zahl x, d.h. fiir die Nummer
der Zelle, in welcher die Zahl x gespeichert ist.

x-»n  fir: "Speichere die Zahl x in der Zelle n".

1. 2. Befehlsgebung.

Die geplante Maschine ist eine Einadressmaschine, jeder Befehl
ist durch eine 6-stellige Zahl dargestellt, deren Ziffern die fol-
gende Bedeutung haben sollen :

231687
S’

Adresse der Zahl auf die die Operation ausgeiibt
werden soll.

Indexziffer (Vgl. §1.6)
Operationsziffern; diese bestimmen die auszufilh-
{ranﬂe Operation, (Vgl. §1.3).
Die Befehle werden in der Maschine gespeichert,'hierzu dient
ein besonderer Befehlsspeicher mit 1000 Zellen, der 2000 Einadress-
befehle aufnehmen kann (2 Befehle pro Zelle). Die Befehle werden
in der Reihenfolge ausgefiihrt, in der sie gespeichert sind, nur

durch die sog. Sprungbefehle (Vgl. §1.5) wird die normale Reihen-
folge unterbrochen.

-

==

1.3. Die Crganisation des Rechenwerks.

In Ruhestellung oder zwischen 2 Rechenoperationen 13# ;mme;‘_1
eine Zahl im sog. Operandenregister Op, welche spiter je nachdem :
als Augend, Minuend, Multiplikand oder Dividend verwendet werden
kann °).

Zur Ausfuhrung einer arithmetischen Operation wird dann durch
einen antsprachenﬂen Befehl der zweite Operand vom Speicherwerk
ins Rechenwerk ﬁbertragan und sogleich die befohlene Operation
ausgefilhrt. Das Resultat derselben geht wieder nach Op, von wo aus
es jederzeit gespeichert werden kann; dabei wird aber Op nicht
gél&scht Zum Eingeben eines neuen ersten Operanden in Op unter
vorgﬁngiger Loschung desselben dient ein besonderer Befehl A n
(Vgl. die Aufstellung auf der folgenden Seite). Durch diese Or-
ganisation wird insbesondere vermiedsn, dass bei der Multiplika-
tion einer der beiden Faktoren durch einen besonderen Befehl be-
féitgeatellt werden muss.

Fig. 1 : Schematische Darstellung des Rechenwerks.

| SPEICHERWERK
1.0pY | Res.- Y2.0p
L0P | RecHEN -
0P o
1 ]
Res..

5) Diese Art der Organisation findet sich im wesentlichen schon im Rechen-—
geriit Z4 von K.Zuse, scheint aber sonst nicht gebr#uchlich zu sein.
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Liste der Rechen- und Speicherbefehle.
‘ fC -
Bezeich-

Opera- Dauer
nung der tions-  Adresse Wirkung der Operation  in ms
Operation ziffern
Leerbefehl 00 irrelevant wirkungslos 40

A 01 n (n) —— Op 10
+ 02 n (0p)+(n) — Op 40
- 03 n (0p)=(n) —> 0p 40
x 06 n (Op)x(n) —— Op 160
: 07 n (0p)f(n) —> Op 560
Ma j 08 n x [(0p), (n)] ——0p 40
Min 09 n  Min [(Op),(n)] —0p 40
Sgn 10 irrel. Sgn(0p) ——0p 40
Ix| 11 irrel. [(op)] ——>0p 40
-1 12 irrel. -(0p) ——>0p 40
N 19 soied, (08) WivE DareaitptuE 40
S 20 n (0op) —— n 40

1.4. Ein- und Ausgang; die Zahl Q.

i
Das Eingeben der Anfangswerte eines Problems in die Maschine

érfolgt durch einen Lochstreifen, den man zuvor mit einem Hand-
locher hergestellt hat. Auf diesem Lochstreifen sind die einzuge-
benden Zahlen nach mathematischen Grundsétzen zu Gruppen (sog.
Blécken ) zusam@engefasat. Die einzelnen Bldcke kinnen von %élie-
biger und insBesondere unteréiﬁénder von verschiedener Lénge sein.
Das Ende eines solchen Blocks, und damit automatisch der Anfang

des nHchsten, ist durch ein besonderes Zeichen Q, welches eben-

——— .

A Y

- o=

falls als Zahl aufgefasst wird und mit in die Maschine eingeht,
gekenntzeichnet. Ein solches Q-Zeichen steht auch am Anfang des
Lochstreifens; ferner gibt man das Ende desselben zweckmaaaig
dur h zwei oder mehrere aufeinanderfolgende Q-Zeichen an. Damit
si iﬁein Zahlenstreifen etwa wie folgt aus :

Qicce oo mnniodBisyessdQiins aesQearesseiesQR
1.Block 2.Block letzter Block

Diese Zahl Q kann gespeichert werden und man kann auch mit ihr
rechnen: Das Resultat irgend einer Rechenoperation ist genau dann
Q, wenn mlndestens einer der Operanden Q ist. Von den ﬁbrlgen Zah-
len untarscheidet sich Q durch die 48.te Dualstelle, welche bei
allen normalen Zahlen O, bei Q dagegen 1 ist.

Wird nun ein Zahlenstreifen in eine der Ablesestationen der
Rechenmaschine eingelegt, so 14uft er aut?Fatigch bis zum nich-
o | IfD0s | e
sten Q-Zeichen und zwar so, dass die darauffolgende Zahl zum Ab-
lesen ereit ist; das ergte Q-Zeichen geht also nicht in die Ma-
schine ein. Das eigentliche 1btasten der Zahl und U/bertrsgen
derselben ins Recnenwerk erfolgt auf einen entsprechenden Befehl

hin, den wir aber im folgenden nicht brauchen.

Auch den Réchenplah,g£g£.ﬁan vor Beginn der Rechnung auf einem
chhstreifen (sog. Befehlsstreifen) in die Maschine ein; hierbei
fastet die Maschine immer zwei Befehle miteinander ab und fiillt
damit eine ﬁefehlaspeicherzelle.

adis
Es ist nun, wie bereits erwkhnt, das Ziel dieser Arbeit, Rechen-

pléne durch die Maschine berechnen zu lassen; hierbei ist es

zweckmédssig, die errechneten Befehle sogleich zu lochen. Hierzu

dient ein spezieller Befehl:

LB : Loche von der in Op stehenden Zahl a.lOb ohne Riicksicht

auf den Exponenten die letzten 6 Dezimalen von a.
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Als weitere Befehle fiir den Ein- und Ausgang von Zahlen sind

natiirlich Befehle zum Lochen aller 48 Dualstellen einer Zahl, zur

Entgegannahme von Zahlen von einer Tastatur, sowig_zum D;ﬁgkgn
von Resultaten mit einem der Rechenmaschine angeschlossenen
Druckwerk vorgesehen.

1.5. Die bedingten Befehle,

Da ein Einadressbefehl nur 6 Dezimalen beansprucht, kann man
in jeder Zelle 2 Befehle unterbringen. Als Adresse eines Befehls
bezeichnen wir einfach seine Zellennummer im Befehlsspeicher und
unterscheiden dann die beiden Befehle in derselben Zelle n als
Befehl n,0 und n,5 (linker und rechter Befehl).

Die Befehle gelangen wie schon erwidhnt normalerweise in der
Reihenfolge zur Ausfiihrung, in der sie gespeichert sind, also etwa
105,0 - 105,5 - 106,0 - 106,5 - etc. Gewisse Befehle - die so-
genannten Sprungbefehle - bewirken eine Unterbrechung der norma-
len Reihenfolge @

Bezeich~ Opera-

nung der tions- Adresse Wirkung des Befehls
Operation gziffern |
G 35 n Unbedingter Sprung : Fihre als
néchsten Befehl den Befehl n,0
aus, ohne jedoch Op zu ldschen.
Ce 36 n Bedingter Sprung : Handle wie

unter C, sofern (Op) positiv ist,
andernfalls gehe normal weiter
zum néchsten Befehl.

cQ 37 n Handle wie unter C, falls (Op) =
Q ist, andernfalls gehe normal
weiter zum néchsten Befehl.

Co 38 n Handle wie unter C, falls (Op) =
0 ist, andernfalls gehe normal
weiter zum nédchsten Befehl.

Der nach einem Sprung als erster auszufilhrende Befehl n,0
heisst der Eiﬂléﬁfﬁil des Sprungs; anschliessend sollen die Be-
fehle bis zum néchsten Sprungbefehl wiecder in normaler Reihen-
folge ausgefiihrt werden.

1. 6. Das Rechnen mit Befehlen.

Die Maschine besitzt ausser den je 1000 Speicherzellen fiir
Zahlen und Befehle noch 9 Register zur Aufnahma von dreistelli-
gen ganzen Zahlen ohne Vorzeichen, né@mlich die sogenannten Index-
register IR (k=1,...,9). Diese Indexregister haben folgende
Funktion: Wenn ir einem Befehl die Indexziffer nicht 0, sondern
k ist, so bewirkt dies, dass die Adresse dieses Befehls modulo
1000 um die im Indexregister k stehende Zahl vergrissert wird,
bevor er zur Ausfilhrung kommt 6). Beispiel : Steht die Zahl 993
in IR,, so bewirkt der Befehl Ol 4 586 nicht Ablesen aus der
Zelle 586, sondern aus der Zelle 579 (= 586+993 mod 1000).

Zum Speichern in einem Indexregister dient ein besonderer
Befehl:

SI, (= 21 0 00k) (k=1,2,..,9) ,

durch welchen von der in Op stehenden Zahl a..lOb die letzten 3
Dezimalen von a in das Indexregister k uberfragen werden. Durch
eine vorangehende Addition von 109 erreicht man, dass gerade die
Hunderter, Zehner und Einer von (Op) in IR, gespeichert werden,

ausserdem erscheinen dann negative Zahlen als sog. 10-Komplemente.

6) Eine solche Anordnung wurde bereits von T.Kilburn [2] vorgeschlagen
(sog. "B-Tube"), Dagegen wird bei anderen Projekten, insbesondere
Mark IIl, der Inhalt eines Indexregisters nicht zur Adresse eines Be-
fehls addiert, sondern lediglich an deren Stelle eingeset_z;t. Die ad-
ditive Wirkung der Indexregister bringt aber wesentliche Vorteile.
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Die Indexregister ermdglichen also das huf;ﬁran einer Zahl
aus dem Speicherwerk, deren Adresse zuvor von der Maschine selbst
errechnet ﬁurde. ¥an kann die Indexziffer aber auch in einem
Sprungbefehl einsetzen, z.B. 35 4 586. Der Zielbefehl dieses
Sprungs ist dann nicht 586,0, sondern 586,0 + (IR4)

Ferner steht noch der folgende Befehl im Zusammenhang mit dem

Indexregistern :
BZ k (=22 0 00k) (k=1, 2,...9),,____

Durch diesen Befehl wird der momentana Stand des sog. Befehls-
EEEEEEE (sequence counter) - das ist die um 1 vergrdsserte Adres-
se dieses Befehls - im Indexregister k gespeichert, ohne dass Op
verdndert wird. Man braucht diesen Befehl, wenn man an einer nicht
a priori bekannten Stelle eines Rechenplans auf einen Unterplan
springen und nachher die Rechnung an der gleichen Stelle wieder
fortsetzen will.

1.7. Konstante im Rechenplan.

Es ist oft bequemer, ganze Zahlen {ihébeaondere Adressen) mit
Hilfe des folgenden Befehls in die Rechnung einzufﬁhren, anstatt
sie vor Beginn der Rechnung zu speichern :

Z ni Losche das Register Op und setze die drei-
stellige ganze Zahl n hinein.
Ist in diesem Befehl die Indexziffer von O verschieden, etwa
gleich k, so wird sinngeméss die Zahl n+(IRk) nach Op iibertragen.

Dies kann insbesondere dazu dienen, eine Zahl aus einem Indexre-
gister abzulesen.

-

72. DIE BERECHNUNG EINES RECHENPLANS.

Es handelt sich hier darum, aus einer gegebenen Formel

(Klammerausdruck), wie etwa

. . T
[A; ¢ (&, + As)] - (A x A, x A3} ¥ B ) (2.1)

. L

den zugehﬁrigen ﬁechenplan zu berechnen.

2.1. Darstellunz eines Klammerausdrucks.

Es ist klar, dass man der Rechenmaschine einige Angaben iiber
die Natur des Klammerausdruckes machen muss, damit sie den ge-
suchten Rechenplan berechnen kann. Zu diesem Zweck kleidét man

den Klammerausdruck in numerische Géé%élt H

Wir Héérachtan zur Erliuterung das dﬁeﬁ.éngefﬁhrte Beispiel
(2.1); dieser Ausdruck enthdlt als "Elemente" Klammerzeichen,
Operationszeichen, Operanden und ein Resultat; das letztere soll
in Zuluinft ebenfalls unter die Operanden gerechnet werden. Wir
be%;ichhen nun diese Elemente ohne Riicksicht auf ihre spezielle
Natur der Reihe nach mit El’EE""'EN , und 'stellen der ganzen
Formel nocy ein leeres Element E° voran. Im Beispiel (2.1) ist
also speziell:

B, = [ 4 E, =4, E3 = geeeeen E19 =B.

- ’ { \ 4
Es werden im folgenden allerdings einige Voraussetzungen iiber

den Klammerausdruck gemacht: Einmal muss dieser mathematisch
sinnvoll sein, indem z.B. nicht 2 Operationszeichen unmittelbar

7) Das Zeichen »= (sog. "Ergibt"-Zeichen) soll nach einem Vorschlag von
K.Zuse andeuten, dass nicht eine Bedingungsgleichung vorliegt, sondern
das aus den links. stehenden Grissen errechnete Resultat mit B bezeichnet
werden soll. In x 3= p bedeutet das Ergibtzeichen sinngemiss, dass p
den Wert x annehmen soll.
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aufeinander folgen diirfen. Ferner sollen Ausdriicke wie ab+c im- fir Multiplikation und = 070000 fir Division.
mer als (a x b) + ¢ geschrieben werden 8}. Es ist jedoch statt-

Ist schliesslich Ek ein Operand, so ist bk seine Adresse.
haft, in einer Klammer mehr als 2 Operanden zu verkniipfen, wenn

die verkniipfenden Operationen entweder lauter Multiplikationen - Fiir den als Beispiel angefilhrten Klammerausdruck (2.1) zeigt
P
oder dann ausschliesslich Additionen und Subtraktionen sind. Die die folgende Aufstellung die Zahlfolgen a, und b, sowie eine
Maschine fiithrt natiirlich solche mehrfachen Verkniipfungen in ein- graphische Darstellung der 8 ¢
zelnen Schritten aus, z.B. (a+b-c+d) als ( [(a+b)=-c] +4) . i
Ein Klammerausdruck K wird nun so arithmetisiert, dass jedem ; Pig. 2 A
seiner Elemente Ek zwei Zahlen a, und hk zugeordnet werden. Zu- [ A : ( A, + ‘3 ) ] -« Ay x Ay x A3 ) ¥ B
a
néichst sind die a, wie folgt definiert : BT O O O (O
: P NN A A
a_ = |
o 21 AATY IR T IAUAIAL |1
a, =8,y +1, falls E_eine 8ffnende Klammer oder ein L j I | E : f I : | I |
Operand ist. 0 T N (S S A S Lot g L NEA NS
SEEES NN RR NN RE
| | | . O T
=a -1, falls E, eine schliessende Klammer oder,(2.2) !
k-1 a:LnOpe;ationszeicheniBt. §§§_§§§8§§§§§?_§§§§§§-§
PETEC ST 2BEs g & =28
8y, 18t das Q-Zeichen und gibt den Schluss des Klammer- 5 o o o ) N & O O S S & ©
ausdruckes an. Or N s N M AWM N ~-~OC - ~N -~ -0 T

Ferner sind die Zahlen b, wie folgt festgelegt

Dabei ist angenommen, dass die Zahlen Ai, bzﬁ. B in den Zellen
Fiir k=0 oder fiir eine Gffnende Klammer ist bk= 010000 , das ist

700+i, bzw. 100 gespeichert seien. Aus der graphischen Darstellung
der als Zahl geschriebene Befehl fiir "Ablesen aus der Zelle O0."

SN erkennt man sofort, dass den "Bergspitzen" die Operanden des Klamr
Fir das ﬁfgiht-Zeichen oder fiir eine schliessende Klammer ist

bk = 200000 , das ist der Befehl S O.

merausdruckes, den "Tdlern" dagegen die Operationszeichen ent-
sprechen, widhrend die Klammern in den "Héngen" liegen.
Ist Ek ein Operationszeichen, so ist hk der Befehl fiir die

Es zeigt sich nun aber, dass es geniigt, die Zahlenfolge bk
Ausiibung dieser Operation auf die in Zelle O stehende Zahl,

allein in die Maschine einzugeben, indem diese daraus die 2, ge-

also: méss
bk' 020000 fiir Addition, = 030000 fiir Subtraktion, = 060000 a, = 0 (.33
8, =28, _,* sgn (15000 - bk}- {k=l,.ueoK)

8) Diese Voraussetzung kann eliminiert werden, wie C.B&hm zeigt (Diss. ’
ETH, noch unverdsffentlicht). % selbst berechnen kenn. In der Tat ist ja bk*CISOOO fiir einen Ope-

randen (Adressen sind immer kleiner als 1000), sowie flir eine
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8ffnende Klammer, widhrend fiir schliessende Klammern und Operations-
zeichen gilt : b, > 15000 .

Mit Hilfe der beiden Zahlenfolgen a, und bk’ die einen Klammer-
ausdruck vollst#ndig charakterisieren, kann nun die Maschine fol-
gendelhufgabe aéiﬁsttitig ldsen :

a) Numerische Auswertung einer.Formei, wobei die als Operanden-ein-
zusetzenden Zahlen durch ihre Adressen bestimmt sind. Zu die-
sem Zweck wird der Ausdruck von innen he: unter Ausfilhrung der
jeweils befohlenen Operationen schrittweise zu einer einzigen
Zahl abgebaut.

b) Die Formel soll nicht numerisch ausgewertet werden, sondern es
soll der Rechenplan fiir die numerische Auswertung derselben

berechnet werden.

Ienn auch diese beiden Aufgahen grundsitzlich verschieden sind,
so fihren ‘doch in beiden fast dieselben Methoden zum Ziel. Wir
wollen uns aber der Aufgabe b) zuwenden. denn dieser kommt fiir
die geplante Maschine eine gr@ssere Bedeutung zu. Die zur Aus-
wertung eines Klammerausdrucks oder zur Berechnung des zugehdri-
gen Rechenplans notwendige Rechnung ist namlich sehr umfangreich,
jedenfalls sehr viel lénger als dle'Durchrechnung derselben Auf-
gabe mit Hilfe des fertigen Rechenplans. Es ist deshalb unzweck-
mé#ssig, denselben Klammerausdruck mit ?ilfe der Zahlfolgen 2,
und b,
den Rechenplan zu berechnen, der dann 100-mal beniitzt wird. Nur
bei sehr schnellen elektronischen Rechenmaschinen diirfte der
Rechenaufwand fiir die Aufgabe a) tragbar sein.

beispielsweise etwa 100-mal auszuwerten, anstatt zuerst

- 15 =
2.2. Das Prinzip der Rechenplanberechnung QL

Zu einem gegebenen Klammerausdruck K mﬁssan zuerst die bk-
Werte 1n der richtigen Relhenfolgg manuell in einen Zahlenstrei-
fen gelocht werden, wozu das Planfertigungsger&t dienen kann. Es
hat zu diesem Zweck eine Tastatur, die ausser den Operations=-
zeichen und Adressen auch Klammern und Ergibtzeichen aufweiét.
Sind mehrere solche Ausdriicke ébfhanden. s0 trennt man sie durch
Q-Zeichen. In der Terminologie von §1.4 erscheint also jeder

Klammerausdruck auf diesem Zahlenstreifen als ein Block.

Die eigentliche Berechnung des Rechenplans beginnt damit, dass

die bk-wérte nacheinander in die Maschine eingehen, welche so=-

gleich nach (2.3) die zuée%b}cigan ak-'lerte berechnet und zusammen

mit den b, in der nachstehenden Reihenfolge apeicher@ H

k
ot W AR
aboalbl,....,aNbNQ . /)F*

Diese Zahlen heissen die Begleitwerte des Klammerausdrucks. Alsdann
wird die Hthe H des Klammerausdrucks, d.h. das Maximum aller a

k
nach folgender Rekursionsformel berechnet :
ho = [
h, = Max[ h_,,a,] (fir k=1,2,+.4,N) (2.4)

Dann ist H = hN .

9) Im weiteren Verlauf der Arbeit wird oft auf einzelne Felder der am Schluss
der Arbeit befindlichen Strukturdiagramme 1-3 hingewiesen, und zwar fin-
' det man
Feld 101 - 122 im Strukturdiagramm 1
Feld 201 - 214 4 2
Feld 301 - 315 " 3
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Hlerauf wird der durch die Warte e, Pk beschriebane Klammer-
ausdruck in endlich vielen, noch nﬁher zZu baachreihandan Reduk-
tlonsschritten abgebaut, widhrend gleichzeitig die gesuchte Befehls-
reihe aufgabaut und sofort gelocht wird. Der entatehende Lochstrei-

fen ist direkt als Befehlsstreifen verwendbar.

Wir bezeichnen den ursprilnglich gegebenen Klammerausdruck mit
Kl' seinen Zustand nach p-1 Reduktionsschritten mit K . Entapre—
chend bezeichnet man die Elemente von Kp mit EP % aelne Begleit-

k
P P

werte mit a,, by (k=0,1,...,Np) und seine Hohe mit Hp.

2.3. Verlauf eines Reduktionsschrittes.

Wir geﬁén.aus vom Klammerausdruck Kp, dar‘aus dem urspriinglich
gegebenen nach p-1 Reduktionsschritten entstanden ist. Da die Re=-
duktion bei den innersten Klammern ansetzen muss, besteht nun der
p.te Reduktionsschritt darin, diese-an Hand der aﬁ-‘erta heraus-
zusuchen und dann zu\verarbeiten. Man erkennt némlich die am stérk-
sten in Klammern gekleideten Operanden daran, dass fir sie aﬁ den
Maximalwert H erreicht. Da hierbei in der Regel fiir mehrere Ope-

ﬁ = Hp ist, sucht man unter diesen zuerst denjenigen mit

dem kleinsten k heraus :

randen a

Es sei ip ein im vorangehendan Reduktionsschritt bestimmter
Indexwert mit der Eigenschaft dass ap <2HP fir k <1ip_1 .
_‘_beftimptlman. mit k-ip 1 beginnend, die kleinste Zahl k mit der
Eigenschaft ai = (Vgl. Peld 107 im Strukturdiagramm 1); diesen
Index nennen wir i_. Es ist also

{<H fir k <i
P P

=H fiir k =1
p P

Dann

a

(2.5)

W'd’d‘d

Es kann der Fall eintrétan, dass es einen solchen Indexwert ip

garnicht gibt, d.h. es ist fir alle k zwischen ip-l und Rp

T Iy

aiq:Hp. In diesem Falle verkleinert man Hp um 1 und sucht mit

k=0 beginnend, weiter nach 1 (Feld 105, 106).

Ez ist dann notwendlgerweise ein Operand, wie ein Blick auf

die Formeln (2.2) und Fig. 2 unmittelbar zeigt. Ferner ist in der
P

iped
tionszeichen. Allgemein stehen m Operanden } EP

Regel auch Ef fzein Operand und E das dazwischenliegande Opera-
1pe2 (p=0,1,..,m=1)
und m-1 Operationszeichen Ep {p—l 2,400ym=1) in s;rselben
Klammer, und s ist nun die Eefehlafolg& fiir diese Operationan
inkl. die abschliessende Speicherung des mit R bezeichneten
Zwischenresultates aufzustallen. Diese Befehlsfolge 1autet nun fir

eine Einadressmaschine der in §1. beschriebenen Art :

Operation Operand
1. Befehl A Ez
2. Befehl EP e’
p+1 P"‘2
. Befeh EP EP
- oh 1P+Zm-5 ip+2m-l
m+1l. Befehl S Rp
Gemtiss den Festsetzungen von §2.1 sind fiir den k.ten dieser Be-
- P 0 P
fehle (k 2,.....m} .bl Zk_zdie Adressen des Operanden und bip*“_a

die von 4 Nullen gefolgten Operationsziffern fiir die Operation

EE Al Man erh&lt deshalb die numerische Form dieses Befehls
p+2k-

einfach durch Addition der beiden Zahlen b _— b; -

+ik- Pt =
Diese Regel gilt auch noch fiir k=1, weil das Element Eip_ientweder
eine 6ffnende Klammer oder dann das Leerelement Eo sein muss, s0-

mit die Zahl bf gerade den Befehl fiir das Ablesen aus der Zelle
0 darstellt. £

10) m_kann von der Maschine als die kleinste positive Zahl mit der Eigenschaft

a? < H_ leicht bes timmt werden (Vgl. Feld 110).
1P+2r|| P
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e

Fﬁr die Adresse des Zwisehenresultatea R_, das im weitern
?erlauf der Heduktion wieder als Uperand auftréten wird, kann man
eine laufende Nummer (wir w&hlen 1000-p) einsetzen, vorausgesetzt
dass die betreﬁfﬁndan Zellen wahrend der Rechnung wirklich frei

sind. Scmlt erhdlt man die gesuchte Befehlsreihe fiir die Ver-
kniipfung der m Operanden in derselben Klammer wie folgt i

" P P
1. Befehl : bir‘ - hip
2. Befenl : ©vP + oP
ipl-‘l iP +2
m. Befehl

P P
b
bifpo-?m-ﬁ X iptzln-?-

m+l. Befehl : 201000 - p

Man braucht diese Zahl nur noch in den Befehlsstreifen zu lochen

(Feld 111) wozu der Befehl LB dient (Vgl. §1.4).
£ vrtien vipeg
Des weiteren besteht der p-te Reduktionsschritt darin, dass

diese m Operanden samt den beiden Klammern und den m-1 Operations-

zeichen, also 1nagesamt 2m+1 Elemente Eﬁ (némlich -1p-1 bis

Fig. 3

nA = A

2
/\/\/\ Al

Iy<r2m

}w

= H =

MBvioyer

k:ip+2m-1}, durch das Resultat Rp ersetzt werden (Vgl. Fig. 3). Aus-

serdem werden auf diese Weise 2m Plédtze frei, die nachfolgenden
ATt

Elemente sind daher um 2m Plétze naéﬁzurﬂckgn (Feld 116-119).

Damit ist der neue Xlammerausdruck Kp+1 wie folgt definiert :
P 30
Ek filr k £ 1p 1
Pl - R fir k= 1_-1
k P P
P 1
Ek+2m fir k= ip, ip+l, aweiay N
NP+1 = Np - 2m.
B =¥

Eﬂtsprechende Aenderungen erfahren natiirlich die Begleitwerte

X p+l

a, und b, . Nur fiir den neuen Operanden Hp.'hléb fiir k=ip -1,
muss man a, und bp+1 definieren: Da Rp ein Operand ist, wéh-

rend EY 4 eine bffnende Klammer war, bleibt 8y nach (2.2) un-

¢

verdndert, wie auch Fig. 3 zeigt. Dagegen muss der neue b-Wert an
dieser Stelle gleich der Adtesse von R_, also 1000 - p sein.

Schliesslich setzt man noch a£+ﬁ =Q, d.h. auch das Q-Zeichen

am Schluss muss um 2m Plédtze ngéhgerUckt werden.

Fig. 4 veranschaulicht den schrittweisen Abbau des als Bei=-
spiel angefuhrten Klammerausdrucks (2.1) und rechts aussen den
gleichzeitigen Aunﬁéu dar Befehlsreihe.

[ :
Wl veae

11) Die Maschine bestimmt den Index ¥ nicht durch Abz#hlen, sondern immer
als die kleinste positive Zahl mit der Eigenschaft, dass ﬁl =Q

ist. Hierzu dient der Befehl CQ.
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' Fig. 4 g 2.4. Operationen mit nur einem Operanden.
7 L& por . ‘ Iﬁ ;
3 Aufbau der '
A¥lian-des JHarasraustrveks gafemamihe Die Berechnung des Rechenplans mit Hilfe der Begleitwerte be-
KI: [ A1= ( Ayt 3_5) Y o f Ay “2“ A.3) > B of 4 watruetion ) ruht iqa;?a_i;‘tlich darauf, dass jede Rechenoperation immer die bei-
oy i : den anliegenden Operanden verkniipft. Wenn aber Operationen mit
/\/&RQ\/\/\/\/\ nur einem Operanden, wie etwa |x| oder i_. aber auch sin x
! - oder e* auftreten, miissen besondere Vorkehran getroffen werden.
Wir machen folgende Falluntersche idung :
o A TO2
1. Red. : H1’3 » 1425 , m=2 ; Rl B a2+a3 { + 703 a) Operationen mit einem Operanden, die von der Maschine durch
S 999 einen einzigen Befehl ausgefiihrt werden (z.B. |x| ) @
1(2; [ 31; R1] - { AI x 121 A_}) > B . Von déi‘ Maschine aus gesehen, #folgen diese Operationszeichen dem
/M\_/\/\/\/\ 7 Operanden nach, und eine typische Befehlsfolge lautet:
E A a
R2 + b
Fir la+b-c| 3= d LA
A 701 ';' a
2. Red. : 32-2 » 12-2 , m=2 3 R2 = 11 :R1_ : 999
S 998

b) Operationen, die nicht in die Maschine eingebaut sind und
deshalb mit Hilfe eines Unterplans susgefﬁhrt werden miissen 3

K3: R2-{A1x Ayx A.}}?B

/\/m\/\ g Die Befehlsreihe lautet filr ein einfaches Beispiel, némlich

Ry ) sin (a+bx) 3= y wie folgt :
A TO01 A x
3. Red. i Hy=2 , iy=4 , m=3 ; RymAxAxAg - ;g J : Bel:?_chnung des _A_rsumfr?ts .
S 997 BZ 4 Speichert l+Befehlszdhlerstand in IR‘
C sin Sprung nach Sinus-Unterplan.
i 5 AL Leerbefehle
4 i i S ¥ Speichern des Resultats. !

Bei dieser Anordnung muss im Sinus-Unterplan beriicksichtigt
werden, dass das Argument vom Hauptplan her noch in Op steht
(BZ veréndert Op nicht). Ebenso muss der im Unterplen berechnete

8358
r

4. Red. : H4=1 - i4=1 ,m=3; B= 32-123 (slqh_:l‘:uss)[

wi>
K~ oo
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Funktionswert vor dem Zuriickgehen auf den Hauptplan nach Op ge-
bracht werden, weil die weitere Rechnung dies verlangt. Zu diesem
Zweck ist auch vorausgesetzt, dass Op von den Sprungbefehlen nicht
verdndert wird.

Da nach dem Unterplan der Befehl (BZ) +2 ausgefilhrt werden soll
und auf Grund des BZ-Befehls die Zahl (BZ) +1 in IR, steht, wird
das richtige Zuriickgehen auf den Hauptplan durch den Befehl
C 4 001 am Ende des Untarplans ‘bewirkt (Die beiden Leerbefehle
hédngen mit dem Umstand zuaammen, dass nur ein linker Befehl in
einer Befehlsspeicherzelle ein Zielbefehl sein kann).

In beiden Féllen a) und b) haben wir unmittelbar vor dem Spei-
cherbefehl (welcher einer schliessenden Klammer oder einem Gleich-
heitszeichen entspricht) noch eip Operationszeichen, auf welches
kein Operand mehr folgt. Dies stbrt naturlich die Aufstellung der
Zahlfolgen a und b . Zur Ahhilfe figt man unmittelbar nach die-
ser Operation einen blinden Operanden mit der Adresse 0 ein, wie
wenn die Operation auf diesen Operanden auszuiiben wﬂre. Ausserdem
muss man im Fall b), wenn also die Operation durch einen Unter-
plan ausgefiihrt wird, noch den BZ-Befehl und die beiden Leerbe-
fehle einfiigen., Die Maschine erkennt den Fall b) daran, dass der
bk-lert fiir ein solcheg Operationszeichen 2 350000 ist (Vgl. Feld
121). Insgesamt efgaben sich folgende Regeln fiir das Aufstellen
der Begleitwerte bei Operationen mit nur einem Operanden :

-
Der Operand, bzw. der Ausdruck auf den die Operation anzuwen-
den ist, wird mit dem Operationszeichen in eine Klammer ge-

kleidet; das Operationszeichen und der blinde Operand kommen
an den Schluss.

Plir das Operationszeichen wird als Begleitwert bk eingesetzt:
Im Falle a) die Operationazlffern ?at 4 nachfolgenden Nullen,

im Falle b) der Befehl fiir das Ausrufen des betreffenden Un-
terplans.
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Unter Beachtung dieser Regeln verléuft die Bestimmung der a8y und
die Berechnung des Rechenplans unver#éndert nach §2.2 und 2.3.

2.5. Anwendung auf Differentialgleichungen.

Der Rechenplan fiir die numerische Integration gewthnlicher
Differentialgleichungan zerf#llt in zwei Teile, némlich einen per-
manenten Plan, der durch die angewendete Integrationsmethode be-
stimmt wird, und einen individuellen Plan, der nur von dar spaziel—
len Differentialgleichung abhéngt. Den letzteren pflegt man von

Fall zu Fall herzustellen und in den permanenten Plan einzufu-
12
n ).

Nun kann man aber eine Differentialgleichung auch als Klammer-
ausdruck betrachten und den zugehdrigen Rechenplan du:ch die Ma-
schine ausrechnan und in den permanenten Plan sinfﬂgun lassen. Wie
in §2.4 gezeigt wurde, bereitet dabei auch das Auftreten elementa~-
rer transzendenter Funktionen in der Differentialgleichung keine
Schwierigkeiten. Wenn damit bei einfach gégautan Differential-
gleichungen auch kz}n grosser Zeitgawinn verbunden ist, so eli-
miniert man so doeh durch das Auaschalten der manuellen Reehenplan-
fertigung eine Pehlerquelle. Im Hinbliek auf den betrachtlichen
Zeitverluat den Fehler in einem Rechenplan verursachen, ist pia
automatische Rechenplanfertigung von ganz besonderer Bedeutung.

12) Wie man solche Unterpline in einen Rechenplan’ alnfdgt, ist bei [3] ,
(Part II, Vol. III), sowie bei [6] ausfb.hrl).ch beschrieben.
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§ 3. ANWENDUDPNG AUF ZYKLISCHE PRCBLEME.

| A

3.1. Das Strecken von zyklischen Rechenplinen.

Die Methoden von §2 beziehen sich nur auf Probleme mit linea-
rer Struktur, die in der angewéndtsn Mathematik nur eine unterge-
ordnete Rolle spielen. Die Methoden sollen deshalb modifiziert
werden, damit sie auch auf zyklische Probleme angewendet werden
kdnnen. s

Dabei treten insofern zwei verschiedene Problemstellungen auf,
als man fiir eine zyklische, Rechenaufgsbe entweder einen zyklischen
oder durch explicites Hinschreiben allar Operationen einen ent-
aprechend léngeren linearen Rechenplan he:?telien kann (Diesen
Uebergang zum linearen Plan nennen wir "Strecken eines zyklischen
Rechenplans"). Der lineare {geatreckte)-Rachanplan ist zwar viel
lédnger als der zyklische und hinéiﬁhiiiéﬁ éer Grenzen der laufenden
Indices gebunden, 1l8st dafiir aber die Rechenaufgabe meist wesent-
lich schneller, weil beim zyklischen Plan zu den aigentlichen
Rechenoperationen noch solche fiir die Steuerung des Hechenablaufs
hinzukommen. .lllardinga fallen die Nachteile des zyklischen Plans
umso weniger ins Gewicht, je grosser der Rechenaufwand pro !srt
des laufendan Index ist. ' SIS

Bei mehrfach zyklischen Problemen wird man mit ?orteil wenig-
stens die innersten Zyklen atrecken, w!hrenddem man die zyklische
Natur der ubergeoﬁdneten Zyklen nicht Hndert. Die so erreichte Be-
schleunigung wiirde bei der in §1 beschriebenen Maschine die Rechen-
zeit fiir die Matrizenmultiplikation auf 40% des urspriinglichen Be=-
trages reduzieren. Zusammenfassend sei also festgestellt :

Wenn es dank der Flexibilit#t der Maschine moglich ist, derart
komprimierte Rechenpléne herzustellen wie bei dem in [4] , §4.7

(r-..... . L
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angefiihrten Beispiel der thrizenmultiplikation, so geht dies

stets auf Kosten der Rechengeschwindigkeit, und zwar scheint eine
Verdopplung der Rechenzeit nicht ungeﬁéhnlich zu sein. Es emﬁfiéhlt
sich deshalb - insbesondere bei einer nicht sehr schnellen Ma-
schine -, von der Flexibilit#t nicht bis zum Aeussersten Gebrauch
zu machen, sondern lieber liéngere Rechenpléne in Kauf zu nehmen

und die Struktur =zu vereinfachen. Um aber die gestreckten Rechen-
pléne, die sehr lang werden konnen, nicht manuell lochen zu miis-
sen, kann man sie, wie im folgenden gezeigt werden soll, durch die

Maschine ausrechnen lassen.

3.2. Darstellung der laufenden Indices in einem Klammerausdruck.

Wenn in einem Klammerausdruck bei einzelnen Operanden laufende
Indices &uftreten. 80 bedeutet dies, dass die numerische Auswer-
tung wiederholt durchzufiihren ist (némlich einmal fir jede Werte-
kombinetion der Indices), wobei die Adressen der hetfsf%anden Ope-
randen mit jedem Durchlauf in bestimmter Weise zu &ndern sind.

Wollen wir nun einen solchen Rechenplan sutomatisch ausrechnen
lassen, so miissen wir der Maschine mitteilen, in welcher Weise die
Adresse eines OPOanden‘;ublﬁe "Ln. von den Indices Ll.lgg...,lh
abhéngt. Der folgende Vorschlag beschrénkt sich allerdings auf
solche Fdlle, wo diese Abhdngigkeit linear ist : Sei

n
e = o §

(uL112L3 Ll’? b+ ;éd L‘I’ ' (3.1)
Dann ordnet man dem Operanden u nicht nur 2 Begleitwerte a,b zu,
sondern noch die sog. Indexbegleitwerte 10 311, 10 612,...,10 3n1
welche die Abhéingigkeit der Adresse von den Indices bestimmen.
Wenn beispielsweise zu einem Element E die 4 Begleitwerte 3(=a),
52(=b), 2.1073 und -50.10"> gehbren, so bedeutet dies, dass die
Adresse von E von zwei Indices Ll und L3 abhdngt :
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(E) = 52+ 21, - 50, .
Die zu einem Element E gehdrigen Begleitwerte werden nachein-
ander in der Reihenfolge a b, 10 3I1 10~ 6 «.. etc, gespei-

chert. wobei man aber zur Entlastung dea Speicherwerks einen ver-
schw;ndenden Indexbegleitwert ﬁberhaupt wegl&sst 3) Auf den
letzten Indexbegleitwert folgt dann der a-Wert des nHchstfolgenden
Elementes des Klammerausdrucks.

Schliesslich muss noch féstgelegt werden, welche Werte die auf-
tretenden Indices durchlaufen. In einem Problem, das sich aus
mehreren Formeln zusammensetzt, sieht dies etwa wie folgt aus (Es
handelt sich hierbei um die Matrizenmultiplikation)

Fir i=1(1)n %)
Fir k=1(1)n :
O 9= h
Fir j=1(1)n
hj_ld-(aiijjk) 3= h, (3.2)
Ende Index j

hn o cik

Ende Index k
Ende Index i
Schluss

13) Dies kann man, da die eindeutige Zuordnung der Ind.exgegleityprte zu den
verschiedenen Indices bereits durch die Faktoren 10™°% gew#hrleistet wird.

14) Im Pext von §3, und {4, sowie im Strukturdiagramm Fig.7 steht zur Ver-
einfachung der Schreibweise gelegentlich i,j,k anstelle der Indices
L1, L2, '3, Man vermeide aber Verwechslungen mit dem in Text von §2, so-
wie in den Strukturdiagrammen 1,2,3, Fig. 6 und Fig. 8 zur Numerierung
der Elemente eines Klammerauadrucka verwendeten Index i.
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Offenbar, muss man nun ausser den eigentlichen Klammerausdriicken
auch die Vorachrlftan "Fir i=..." und "Ende Index i", irgendwia
numerisch verschliisseln. Zuvor wollen wir uns aber an Hand der
Struktur des Problems 15} die Bedeutung dieser Vorschriften klar
machen: Mit der Vorschrift "Rir i= 1(1)n" beginnt ein neuer Index
i zu laufen, demnach ehéépricht diese Vorschrift dem Punkt p in
Fig.5, ebenso die Vorschrift "Fir k=1(1)n" dem Punkt y-. Formeln,
die nur einmal durchzurechnen sind - in unserm Beispiel gibt es
keine solchen - wiren der Strecke ap “'baér'QuJ zﬁzﬁér&nen. ;ber
die Formel O 3= ho y die zwar keinen laufenden Index enthdlt,
aber doch fiir jedes i und k auszuwerten ist, gehdrt zum Segment
IS. AufSEv_haban wir dann 3 laufende Indices und beim Punkt €

Fig. 5 wird gepriift, ob der Index j seinen End- | _
wert erreicht hat. Wenn nicht, so springt
man unter gleichzeitiger Erhthung von j
um 1 zum Punkt§ zuriick, wenn ja, so er-
ldscht der Index j und die Rechnung geht
weiter zur Formel hn 3= Cig * die dem
Segment £§ angehdrt. Wir sehen also, dass
der Punkt £ der Vorschrift "Ende Index j"
entspricht. Analoges gilt fiir die Punkte
gmdn.

Pir das folgepde definieren wir noch
einen Stufenindex 8. Jedem Punkt der
Rechnung (d.h. jedem Punkt des Struktur-
diagr&e@ﬁ) ordnen wir eine Zahl s zu, die

die Anzahl der laufenden Indices in die-

sem Punkt angibf; dieselbe Zahl s o;énen

15) Vgl. Fig. 5; ein ausfiihrliches Strukturdiagramm folgt in Fig. 7.
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wir auch dem zuletzi eingefilhrten Index zu und nennen sie seine

Stufe. Damit hat in unserm Beispiel i die Stufe 1, j die Stufe 3,

k die Stufe 2.

Die Matrizenmultiplikation wird durch die Formeln (3.2) voll-
stindig bebohrieben; Andor disse das Strikturdisgrans sindeutig
bestimmen, wie dies links neben den Formeln (3.2) adﬁédeutat ist.
Es geniigt also, die Beschreibung (3.2) des Problems unter Beach-
tung'der nachstehenden Regeln numerisch zu'verachldssaln=
1) Nach jedem Klammerausdruck (die Verschliisselung derselben ist

bereits besprochen) folgt ein Q-Zeichen.

2) Eine Vorachrif%ri}ﬁrtg =u(v)w" wird durch 5 Zahlen verschliis-
selt, auf welche ein Q-Zeichen folgt, um sie von nachfolgen-
den Klammerausdriicken oder weiteren Vorschriften zu trennen.
"Fir" wird durch eine sehr grosse Zahl, z.B. 1012 dargestellt,
dann der Indextg durchwgie_Npqme: der Zellﬁ, die fiir die
Speicherung seines zahienmﬁsaigen Wertes vorgesehen ist; wir
reservieren hierfiir die Zelle 45+5S . Dann folgen die Zahlen
U,V,w.

3) Die Vorschrift "Ende Indextg" wird unabhéngig von $ durch 2
aufeinanderfolgende Q-Zeichen dargestellt, ebenso das Ende des
ganzen Problems.

Zur Erl#uterung werden rechts nebenstehend 6
die Begleitwerte 16) fir den Ausschnitt 0™
55
“Rir j=1(1)10" (o) o i
10
(Fortsetzung 5.29) Q
Comtiyu wbiou

16) Die Begleitwerte a sind weggelassen (Vgl. Fussnote 18 auf der folgenden
Seite).

- 29 =

hj_1+ {aij"bjk) = hJ (p) 92
"Ende Index j" (I ) Bé
. ' ) 10.1073
aus der Matrizenmultiplikation gezeigt, wobei 10-6
folgende Speicherzellen reserviert sind : ﬁ X
189
99 fiir h 3 (unabhiingig von j, denn 10.10~6
man braucht die alten 10-7
h-Werte nicht mehr). )
. 3=
89+10i+j (Zellen 100-199) fiir 8y 99
; Q
189+10j+k (Zellen 200-299) fiir b ik [f Q

3.3. Berechnung des Rechenplans fiir ein zyklisches Problem K

).

Die Reihe der Begleitwerte, die nach §3.2 ein Problem charak-
terisieren, werde zun#chst in einen Zahlenst;éifan gelocht la)
und dann in unverénderter Reihenfolge ﬁifa&mf den Q-Zeichen ins
Speicherwerk der Maschine eingégaﬁéﬁi Aus diesen Begleitwerten
801l nun die Maschine den g;a%réckfen Rechenplan berechnen.

Diese Berechnung geht so vor sich, ﬁgha die Maschine &hnlich
wie in §2 die Reihe der Begleitwerte absucht und ﬁié.Bafehlsreihe
aufbaut, wobei aber dig Abhéngigkeit der Adressen von den Indices
bafﬁcksichfigt ierdén muss : Wenn auf die Begleitwerte 8y bk
eines Elementes Ek eine nicht-ganze Zahl folgt, so ist diese_nicht
81! sondern ein Indexbegleitwert fiir das Element Ek’ der gemiss
(3.1) mit 1039 und mit dem Indexwert zu multiplizieren und zu L
zu addieren ist, Dies e%fordért hﬁfﬂflich einige Aenderungen im

Strukturdiagramm 1 zwischen Feld 110 und Feld 121 .(Vgl. Pig.6).

17) Vgl. Fussnote 9, Seite 15.

18) Dabei kann man die Begleitwerte a auch weglassen, da die Maschine diese
nach (2.3) aus den b berechnen kann.
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Sob%}d man aber in der Reihe der Begleitwerte auf eine Zahl
1012 stdsst, s0 ze1gt diese eine neue Vorschrift "Fiir.." an; ein
neuer Indexl? beginnt zu laufen und men findet in den folgenden 4
Zellen die Spezifikation des Index, sowie Anfangswert , Schritt-
weite und Endwert desselben. Nun wird diese Vorschrift insofern
ausgefihrt als der in §3.2 eiﬁgéfﬁhrte Stufenindex s um 1 vergrds-
sert wird und der Anfangswert des neuen Index Lgsogleich in die
hierfiir forgesehene Zelle 45+53 ubertragen wird, ebenso die Schritt-
weite in 46+53 und der Endwert in 47+54 (Feld 204 im Strukturdia-
gramm 2). Ausserdem muss aber die Adresse des neuen Indeng ir-
gendwo gespeichert werden, und zwar auf elne solche Weise, dass

die Adressen der Indices niederer Stufe noch erinnert werden und
sofort verfﬂgbar sind, wenn s wieder verkleinert wird. Diqs kann

am besten dadurch geschehen, dass die Adresse jedes neu 1niKraft~
tretenden Index sogleich in Zelle s gespeichert wird. Es ist dann
also :

(s) = Adresse des laufenden Index (=45+5?)

((s))= Wert des laufenden Index (=L9)~
[

Anschliessend kann die Verarbeitung der auf d}e Vorschrift fol-
genden Klammerausdriicke in Angriff genommen werden (Feld 206), bis
ein doppeltes Q-Zeichen das Ende der erksamkeit der Vorschrift

. 3] cisa

]
anzeigt, (Feld 207). Alsdann ist der laufende Index um den vorge-
schriebenen Betrag'zu vergrossern (Feld 212) unc es q;qd alle

Klammerausdriicke von dem Punkt an, wo der Index eingefiihrt wurde,

mit dem neuen Indexwert nochﬁéls zu verarbeiten. Dies geht so wei-_

AELEA

ter, bis der Index seinen Endwert erreicht hat (Feld 209); ar{ér-'-ff
lischt dann beim néchsten doppelten Q-Zeichen und es ist s um 1 ;.
zu verkleinern (Feld 210). Die Berechnung des Rechenplans ist zu
Ende, wenn s wieder den Wert o erreicht hat und dann nochmals ein

doppeltes Q-Zeichen folgt.

3.4. Teilweises Strecken von zyklischen Rechenplidnen.

Bei mahrfach zyklisghen Problemen ist es meist unretionell,
einen vollsténdig gestreckten Rechenplan herzustellen. und zwar
aus folgendem Grund : Das Strecken der innersten Zyklen (die zu
den Indices héchster Stufe gehdren) kann eine hetrﬁchtliche ?er- _
kiirzung der Rechenzeit Zur Folge haben, wahranddam dann das Strak-
ken auch der ﬁbrigen Zyklen kaum noch nennenswerte Vorteilﬂ br%ngt.
sondern nur den Rechenplan enorm verléngert. Da aber das soeben be-
schriebene Verfahren nur die vollsténdige Streckung allsr Zxklen
erlaubt, muss es noch flir die teilweise Streckung erginzt werden.
wir wollen dies am Beispiel der Matrizenmultiplikation

:iﬂljbjk Cip (Vgl. Strukturdiagramm Fig.7) erléutern : Von

den 3 Zyklen ist der j-Zyklus der innerste und soll deshalb ge-
streckt werden ; dieser Vorgang entspricht der expliziten Aus-
gchreibung der obigen Summe ailblk - aizbzk + ' wae * ainbnk >=Cix
Der entstehende Rechenplan ist dann nur noch zweifach zyklisch,
ndmlich iiber i und k.

Fig. 7 zeigt dgs Strukturdiagramm fir die Matrizenmultiplika-
tion. Es ist zweckm5351g. dasselbe léngs der gestriehelten Linie

zu zarschnelden, denn der eliminierende Index j kommt nur in
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der rechten H#lfte vor, das Strecken des Rechenplans épielt sich
also ausschliesslich in der rechten Hdlfte ab. PFiir die linke HHlf-
te stellt man den Rechenplan separat her, es muss nur in den Punkten
A und B der Anschluss an den berechneten Plan hergestellt werden.

£

Fig. 7
Al
(:::}ah— 1 ooy 2 |» :{ 3 4 }» -
|
‘ Yo A ]
|
12 0|! 7
| 5
A | S 1
Nein Nein : Nein Y
(:::)—-—-s————n n - 9 T1= 8 |—= 6 |
Jﬂ k IB Jﬂ
1: 161 T: j4¥1 & j
2: 1<k 8 : z, 3= Cix
Legende : ¥ bewd 9 ;: Ist k=n 7
14 009 2 10: kel o>k
B8 MRl s, 1 3 I8E Sen 7
6 : Ist jen °? 12 : it1 < 1

Fir die Berechnung der Befehlsreihe muss man die Index-Abhiin-
gigkeit der Adressen nach j einerseits und nach i,k anderseits

" zerlegen : Sei E ein Operand, dessen Adresse wie folgt dargestellt

werden kann : (E) =b+ j.J + f(i,k) . Dann speichert man f(i,k)

in einem der Indexregister, z.B. IR_ und ruft den Operanden E mit

5

einem gefehl auf, der 5 als Indexziffer und b+j.J als Adresse ent- .

hélt. Da nun aber f(i,k) im rechten Teil des Strukturdiagramﬁﬁ_
konstant ist, kann man fiir diesen den Rechenplan nach den bikheri-
gen Methoden berechnen (mit einem einzigen laufenden Index j), in-
dem man die Verarbeitung der Grésse f(i,k) in die linke H#lfte

verlegt.

In unserm Beispiel treten nur 3 Elemente mit variablen Adres-

sen auf, nédmlich aij' bjk und Cix Es werde gespeichert :

845 in Zelle o+ j + [ni]

by in Zelle penj + [x]

¢y, in Zelle jy+ [ni + k] .

Die eckig eingeklammerten Beétandteile entsprechen den f(i,k), wir
weisen ihnen ﬁie Indexregister Nr. 1, bzw. 2, bzw. 3 zu, miissen
dann aber bei der Aufstellung des Rechenplans fiir die linke HHlf-
te beééhten. dass mit jeder Aenderung der Indices i,k (Feld 1, 2,
10 und 12 in Fig. 7) auch eine Aenderung der in den Indexregistern
1,2,3‘gespeicherten Werte verbunden ist.

Das dem rechten Teil des Strukturdiagramms entsprechends Prob-
lem fiir das wir den Rechenplan auszurechnen haben, kann nun wie
folgt formuliert werden :

0 3= z,
Fir j=1(1)n
Z +(a, .xb
§o1* By ¥ty ) bu's, (3.4)
Ende Index j
Zn g"eik i
Schluss.
Die Aufstellung der Begleitwerte und die Berechnung des Rechen-
Plans erfolgt nach §3.2 und 3.3, nur ist darauf zu achten, dass
die Grédssen aij’ bjk und cik mit Hilfe der Indexregister aufge-
Tufen werden und deshalb ihren Adressen die Indexziffern zuzufii-
gen sind. Die Begleitwerte b und die Indexbegleitwerte lauten da-
mit fiir diese 3 Grossen i

1000 +d 2000 +p

3000 e Tiir ¢
10-6 fiir a, _, -6 p fiir bjk ,

ik
ij n.l1l0
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3.5. Eine Anwendung spezieller Natur.

Es sei der ge;treckte Bechenﬁlan fiir die Multiplikation einer
Matrix{h k}mit einem Yekng zu berechnen, wobei gewiase Elemente
der Matrix als O vorauagesetzt werden konnen. Dieser 1nsheaondere
beim Arbeiten mit Systemen yon linearep Differentialgleichungen
recht hdufig eintretende Umstand eriaubt bei vollst%pq;ger Strek-
kung eine Verkiirzung des Rechenplans, die sehr erhe'blich ins Ge=-
wicht fallen kann. Das Problem stellt sich wie folgt :

Fir i=1(1)n
0 = ¥y
Fir k=1(1)n
yit(ag,x xk) =y, (3.5)
Ende Index k
Ende Index i
Schluss

Die Berechnung des Rechenplanes éﬂ‘olgt im Wesentlichen nach den

bisherigen Verfahren. Da aber die Formel A (aik' x.x) $=y; nur

fiir solche Wertepaare 1,1;- éﬁszuwarten ist, fiir die aik + 0 ist, ist
fiir a = 0 die Berechnung der zugehdrigen Pefehle zu unterdriicken,

ik
was durch eine kleine Aenderung im Strukturdiagramm 2 erreicht

werden kann.

3.6. Variable Indexgrenzen.

Die in §3.3 éngegebenen llethoden zur Rechenplanbe-
rechnung leiden etwas unter der Einschrédnkung, dass fiir die In--
dexgrenzen feste Zahlen eingesetzt werden miissen, wdhrend doch
in der Praxis geradelsehr oft der Fall eintritt, dass ein Index
zwischen Grenzen l#uft, die von anderen Indices abhidngen. Ein
klassisches Beispiel in dieser ﬁichtung ist die Auflﬁsung eines

= 45 =

linearen Gleichungssystems Za, X =b, nach dem Eliminationsver-

fahren von Gauss-Banachiewicz (Vgl. ,__3,5)=

-

h3-1+ (t

-(h

hj_l-!- (tij‘tjk) P=h

By g+ (ty 4 x;) >=h

Fiir k=1(1)n
Fiir i=1(1)k-1
=k,
Fir j=1(1)i-1

1j“tjk) > h

Ende Index J

J

4o1ityy) >=t

Ende Index i
Fiir i=k(1l)n
LI > ho
Fir j=1(1)i-1

ik

J
Ende Index J

By = By
Ende Index i
Ende Index k
Fir i=n(-1)1

hi#ho

Fiir j=i+1(1)n

i

Ende Index j
hn == Xy
Ende Index i

Schluss .

(3.6)
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Es ist aber leicht mtglich, die Theorie auch noch auf variable
Indexgrenzen auszudehnen. Sei eine der Indexgrenzen in "FﬁrLf =
u(v)w" linear von Indices niedrigerer Stufe abhingig, z.B.
wEwo+ Ewg l,g . Dann stellt man die wg genau so wie die Ig in
§3.2“E§;. n#mlich durch w?.10-33 und speichert diese Gréssen an-

schliessend an W

In diesem Fall ist bei der Rechenplanberechnung jedesmal zu
priifen, ob die Indexgrenzen variabel sind, was sich durch Auftre-
ten nicht-ganzer Zahlen unter den auf "Fiir" folgenden Werten #Hus-
sert. Dies beﬁiﬁgt einige Aenderungen im Strukturdisgramm 2 (&hn-
lich der in Fig. 6 angegebenen Aenderungen im Strukturdiagramm 1
fiir die Indexabhiingigkeit der Adressen).

Ferner muss man bei jeder in Kraft tretenden Vorschrift "Fiir
lg=u(v)w" priifen, ob !53 + 1 (das ist die Anzahl der Werte, die
%durchlaufen soll) positiv ist, andernfalls bleiben die folgenden
Klammerausdriicke bis zum nidchsten auf der gleichen Stufe stehenden
doppelten Q-Zeichen ﬁnﬁifksém. Dieser Fall iritt insbesondere in
(3.6) mehrmals auf; u.a. tritt fiir k=1 die Vorschrift "Fir i =
1(1)k-1" [zweite Zeile in (3.6)], die ja dann "Fiir i=1(1)O" lautet,
gar nicht in Kraft, so dass die nachfolgenden Zeilén bis zur Vor-
schrift "Ende Index i" (achte Zeile) iibersprungen werden.

§ 4. BERECHNUNG EINES ZYKLISCHEN RECHENPLANS 19

).
Fiir eine schnelle elektronische Rechenmaschine diirfte der in
§3.1 éelténd gemachte éruhﬁ fiir das Strecken von Rechenplénen nur
o ol
noch in geringem lMasse bestehen. Aus diesem Grunde seien hier un-
¢ d e S . ¢
ter Verzicht auf eingehende Behandlung einige Zeilen der Berech-

15) Vgl. Fussnote 9, Seite 15

= 3T'=

nung eines ungestreckten Rechenplans fiir ein zyklisches Problem
gewidmet. Im Zusammenhang mit §3.4 sei erwdhnt, dass man die
Rechenplanberechnung durch Kombination der in §3 unc §4 beschrie-
benen Methoden auch so Steuern kann, dass nach freier Wahl ein-
zelne Zyklen des Problems gestreckt werden kdnnen, whhrend die
ibrigen auch auf dem berechneten Plan ihre zyklische Natur heibe: -
halten.

Die Berechnung eines zyklischen Rechenplans ist du}ch den Um-
stand erschwert, dass die Adressen der in den Formeln aﬁffrefen-
den Operanden in ganz verschiedener Weise von den Indices abhén-
gen kionnen, wie géiade das in §3.4 behandelte Beispiel der Matri-
zenmultiplikation zeigt. llan kann nun aber einfach so vorgehen,
dass man jede indexabhiéngige Adresse vor der bé¥;e}fenden Opera-
tion berechnet, in einem Indexregister speichert und dann den
Operanden mit Hilfe der Indexziffer anruft.

Fir die tatsﬁcﬁliehe Durchfilhrung der Berechnung eines zykli-
schen Rechenplans ist zunéchst zu bemerken, dass die ?erschiusad-
lung eines Problems genau gleich erfolgt wie in §3. Ferner geht
die Rechenplanberechnung im Prinzip auch hier so vor sich, dass
die Maschine die Begleitwerte absucht und dabei die Befehlsreihe
aufbaut, wie es in §2.3 beschrieben ist. Aber es hesféhén gegen=-
iiber §3 wesentliche Unterschiede in Bezug auf die laufenden In-
dices : Die Befehlsreihe ist fiir jeden Klammerausdruck nur ein-
mal aufzustellen, dafiir miissen dann die Befehle bei der nachfol-
genden numerischen Auswertung fiir jede Werfekombination der Indi-
ces einmal ausgefilhrt werden. Hierzu sind natiirlich die nttigen
Vorkehren in den berechneten Rechenplan einzubauen. Dies bedingt:

-

a) Fir die Operanden : Vor jeder Klammer miissen die darinténthalte-

nen Operanden auf variable Adressen untersucht werden und fiir jeden
solchen Operanden muss die Befehlsfolge fiir die Berechnung der
Adresse und Speicherung derselben in einem Indexregister aufge-
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stellt werden. Erst dann berechnet man die Befehlsfolge fiir die

eiéeﬁtiiche numerische Auswertung der Klammer.

Beispielsweise stellt man fiir den Operanden e, 3 mit (e =
100 + 30i + 2j aus den Indexbegleitwerten 100, 30.10 3, 2.10 =6
die folgende Befehlsreihe her :

100
099
030
050 (x i)
099
099
002
055 (x j)
-099
001

W+ X0
oo oCcCOoOCOOoOO0

w
H+ =3

welche die Speicherung von <eij> in IRy veranlaset. Dafiir ist dann
in den Befehl, welcher den Operanden eij aus dem Speicherwerk auf=-
rufen soll, die Adresse O, aber die Indexziffer 1 einzusetzen.
Fig. 8 zeigt die hierfiir notwendigen Aenderungen im Strukturdia-
gramm 1, die zwischen Feld 107 und 109 anzubringen sind.

b) Fir die Indices : Kommt man beim Absuchen der Begleitwerte zu
einer neuen Vorschrift "Fiir =..", so bedeutet dies den Beginn eines
neuen Unterzyklus. Es ist also wie in §3 der Stufenindex s um 1

zu erhthen (Feld 303), danq die Adresse des neuen Index (ndmlich
45+5?) in die Zelle s zu uhertragen und ferner die aus den 6 er-
sten Befahlen in (3.7) bestehende Befehlsfolge zu berschnen, wel-
che zur Speicherung von Anfangswert, Schrittweite und Endwert des

neuen Inéex in den hierfiir bestimmten Zellen 45+5? ’ 46+Sg ’ 43+5g
dient:

awd slovaas
)

cdtong s <

o

ot Ae
107 109 Fig. 8
| -
127 128 Bein
o—=pl . P _
1o x [T 1B 2ieop™ 07 131
Ja
] 1000 X 2= bF
12971 = iiep
P
Ist ((bi+2p)+1) in© ]
| leine ganze Zan1? - 132 5 o
Ja_ = wrete wuwber? |Tochen der Befehle Punching ol He
§ Yes fiir die Berechnung | “° """
130 33 und Speicherung von|the calculad i,
Pl p el el X4l s X —= i+2}1_z Iy in IRy
Z (r+2)
S (s) .
Z (r+3)
s (s)+1
Z (r+4)
S (s)+2
BZ 0 009 (3.7
A 0 000 AT
SI 0 008 hor}
pA 9 Q02
S & 080
Leerbefehl
Smpdy, [ugtv wet fenq

Die weiteren 6 Befehle in (3.7) haben den Zweck, die Adresse des
auf diese 12 Befehle folgenden Befehls 1n der Zelle 80+s zu spei-
chern. Dieser Befehl ist némlich der Zielbefehl des Sprungs, der
vom Ende des Zyklus wieder an seinen Anfang zuriickfithrt (Ent-
sprechend einer der V;r%;ndungslinien11~rp §$— )y, €£—§ in Fig. 5).
Seine Adresse muss gespeichert werden, damit man am Ende des Zyk-
lus den erwdhnten Sprungbefehl richtig formulieren kann. Der Leer-

befehl hat zur Folge, dass dieser Sprungbefehl die gewiinschte Wir-
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kung auch dann hat, wenn der Zielbefehl in der rechten Hilfte
einer Speicherzelle gespeichert ist.

Anschliessend erfolgt die V&rarbeitung der nachfolgenden Klam-
merausdriicke (Feld 306) bis zum nkichsten doppelten Q-Zeichen, wo
wieder einige spezielle Befehle in den Rechenplan eiﬁiubauen sind,
welche fiir den laufenden Indéxbg‘wie folgt lauten :

080
000
009
000
009
045+5
047+5$ (3.8)
000
045+5?
045+5g
045+5g

1
Q v w

W+ =0 | BHPEKH4+ ™

O0O0OWOO0OO0OWOOO

Diese Befehle ;éﬁfen. ob der laufende Index seinen Endwert erreicht
hat und rufen unter gleichzeitiger Sfﬁﬁhuﬁg'desselben um die
Schrittweite an den Anfang des betreffenden Zyklus zuriick, wenn
dies noch nicht der Fall ist (Feld 309). Die ersten 5 dieser Be-
fehle bereiten den Sprungbefehl Co 9 000 vor, indem sie die
Adresse des Zielbefehls aus der Zelle s+80 holen und in IR9 spei-
chern. Die Maschine kann die in (3.8) aurtretenden Adreasan 45+5?
45+5? + 47+59 leicht selbst in den berechneten Rechenplan ein-
setzen, da ja nach Voraussetzung 45+53 in der Zelle s gespeichert
ist.

Weiter wird beim doppelten Q-Zeichen der Stufenindex s um 1
verkleinert (Peld 310); alsdann kann das Absuchen der Begleitwerte
fortgesetzt werden. Wenn der Index s auf O gesunken ist und denn
nochmals ein doppeltes Q-Zeichen folgt, so ist das Problem zu

Ende; man setit den Schlussbefehl in den Rechenplan ein (Feld 308
und 315).

- 4] -

Das Auftreten variabler Indexgrenzen bringt keine neuen Schwie-
rigkeiten ausser den bereits in §3.6 genannten; man muss in die
Befehlsreihe fir die Speicherung der Indexgrenzen (3.7) die Be-
rechnung derselben aus den Begleitwerten einbauen.

ANHANG : STRUKTURDIAGRAMME 1 - 3.

Erlduterungen : Es ist angenommen, die Begleitwerte eines auszu-
wertenden Klammerausdrucks seien bereits in den Zellen 500ff ge-
speichert; der Index r bedeutet im folgenden immer die Adresse
eines Beglaitwertes.

Im ubrigen wird auf die Erklérung der Zeichen (), )y—> in §1.1

hlngewiesen. Ferner sei an dieser Stelle die Bedeutung des Zeichens
C>erldutert :

at—> L, wobei links eine Zahl oder ein‘fereits einge filhrter Index
steht, bedeutet : Es ist ein neuer Indexl mit dem Anfangs-
wert a einzufiihren.

L+1<>L: Der Index L ist an dieser Stelle um 1 zu vergrissern, ge-
nauer: der frilhere Wert L+1 ist fortan mitl zu bezeichnen.
Dies bew1rkt automatisch die Umbenennung aller Gréssen,
die mit dem Indexl versehen sind, z.B. wird dﬁénr&h x

L
zZu ﬁ'_l % %
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